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Geometrodynamics

This article is based upon the idea to solve the problem of combining the electromagnetic and
the gravitational field by starting from Maxwell’s theory.

It is shown that the theory of the Maxwell field can be generalized in such a way that Einstein’s
theory of gravitation becomes a special case of it. Finally we find field equations which refer only

to geometric quantities.

1. Einleitung

Eine Arbeit von Booth! beruht auf dem inter-
essanten Gedanken, die Theorie des elektromagneti-
schen Feldes mit der Einsteinschen Gravitationstheo-
rie durch die Annahme zu verbinden, da} der metri-
sche Tensor g, einen als elektromagnetischen Feld-
tensor zu interpretierenden antisymmetrischen An-
teil

ﬁuv:z %(guv_gvu) (1)

enthélt. Ein sehr dhnliches Ergebnis folgt aus einer
vor kurzem verdffentlichten einheitlichen Feld-
theorie 2.

Die folgenden Uberlegungen dienen dem Haupt-
ziel, den durch Gl. (1) ausgedriickten Zusammen-
hang zu klaren. Weiterhin soll die erwihnte einheit-
liche Feldtheorie so formuliert werden, daf3 die Ver-
wendung der in V2 benotigten Cayley-Zahlen nicht
mehr erforderlich ist.

Auf dieser Grundlage ergibt sich dann gegen alle
Erwartung ein enger mathematischer Zusammenhang
zwischen der Maxwellschen Theorie des elektro-
magnetischen Feldes und der Newtonschen Gravita-
tionstheorie 3.

2. Das elektromagnetische Potential als
geometrische GroBe

Fir die (spezielle) Relativitdtstheorie ist die An-
nahme grundlegend, daf} es in Raum und Zeit min-
destens ein System von Koordinaten z, gibt, fir
welches die Gleichung eines Lichtkegels die folgende
Form hat:

3
x02— Z xn2: 0. (2)
n=1
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(Kleine lateinische Indizes laufen von 1 bis 3, grie-

chische von 0 bis 3.)

Mit den Gleichungen
W=z, uy=2,,
U=z, U= —2, (3)
erhilt man
3
>uwu,=0. (4)
v=0

Diese Gleichung legt die Einfithrung des Abstands-
differentials (ds) fiir die Minkowskische Metrik
nahe:

3
(ds)2:= —> dw du, .
r=0

Mit dem metrischen Tensor

3

huv y == = Z ul, uwli,y (5)
A=0

erhilt man das kovariante Ergebnis

3
(ds)2=> {)z,‘,, dz, dz, . (6)
Im folgenden soll dabei wie in Gl. (5) ein Komma
die Differentiation nach den Koordinaten 2, an-
zeigen.

Es ist nun leicht, Gl. (5) zu verallgemeinern. Man
braucht nur die einschrinkenden Bedingungen (3)
fallen zu lassen und anzunehmen, daBl v’ und u, ir-
gendwelche (differenzierbare) Funktionen von z;
sind:

u, =u,(z;) . (7)

In diesem Fall verschwinden die Ausdriicke

W= (z),

Wy = % (uo_uO) s Wp = %(un-{—u") (8)

nicht mehr identisch. Man kann auBlerdem sehen,
daBl der metrische Tensor (5) einen antisymmetri-
schen Anteil

By i =3(hu—h)
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enthélt. Zu seiner Berechnung ist es zweckmafig,
unter Benutzung der Definitionen

= 3@ tug), vi=dw-uw) ()

ein System spezieller Koordinaten zu benutzen:

To=1ly Tn="gs (10)
Mit (5) und (8) bis (10) erhalt man
iy =Fop s (11)
wobei
F,:=w,,—w,, (12)

gesetzt worden ist.

Ein Vergleich von Gl. (12) mit der Theorie des
elektromagnetischen Feldes legt es nahe, die Varia-
blen w, als die Komponenten des elektromagneti-
schen Potentials zu interpretieren. Die Ausdriicke

3

Jyi= Wy, »,0 — Wy, 0,0 — Zl(wm,v,m— wr,m,m)
m=

(13)

bedeuten dann die Komponenten der Stromdichte.
Aus (13) folgt das Gesetz der Ladungserhaltung:

3
OZ]O,O"'ZIJn,n-

Auf eine bemerkenswerte Ahnlichkeit zwischen Gl.
(11) und dem Ansatz (1) von Booth soll hinge-
wiesen werden.

3. Die Expansion des Weltalls
Die Gl. (4), welche als Gesetz eines Lichtkegels

eingefithrt wurde, erhélt im allgemeinen Fall (7)
eine vollig neue Bedeutung. Mit (8) und (9) ergibt
sich

3

3
2-2>v,2—w+ > w,2=0.
n=1 n=1

(14)

Es soll der Spezialfall betrachtet werden, daf} die
raumlichen Komponenten w, des elektromagneti-
schen Potentials verschwinden. Hierfiir erhilt man
mit den Gln. (14), (4), (5), (6), (8) und (9) das
Ergebnis

3
wp,=0, wy=—v,, =012,

3 3
(ds)2=2(dv,)2—272 (2 v, dv,)2. (15)
»=0 y=0
Damit wird aber eine dreidimensionale linear mit
der Zeit t expandierende Sphire beschrieben. Auf
diese Weise bekommt das elektrische Potential die
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Bedeutung einer vierten rdaumlichen Koordinate und
ds wird zu einem raumlichen Abstandsdifferential.

Die Gl. (14) wird als das Gesetz der Expansion
des Weltalls interpretiert.

4. Die Geschwindigkeit des Lichts

Mit den Definitionen

=Bl 2 b= Fia—als
"= u", Znt= Uy (16)
nimmt Gl. (14) die Form (17) an:
3
2=—_>7zz. (17)
1=0

Diese Gleichung legt die Einfilhrung eines neuen
metrischen Tensors nahe:

kuv s = z Z/', PR
=0

Die Determinante

k:= det(k,,)

dieses Tensors 1at sich als Produkt zweier weiterer
Determinanten NV und Z darstellen:

N :=det(z* ), Z:= det(z;,), (18)
k=NZ.
Aus (18) folgt, dal die beiden Ausdriicke
®:=—|In(Z/N)|, c:=exp® (19)

unabhingig von der Wahl des Systems der Koordi-
naten z, sind. Die Variable ¢ erfiillt auflerdem die
Bedingung

0<¢c, c<Z1.

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dal ¢ als
Photongeschwindigkeit interpretiert werden kann.

Eine weitere von der Wahl des Systems der Koor-
dinaten z; unabhangige Grofle ist das Volumen V
eines vierdimensionalen Gebietes G:

V:= [VNZdzydz, dz, dz,. (20)
G

5. Der Zusammenhang mit der Einsteinschen
Gravitationstheorie

In der (speziellen) Relativitdtstheorie wird ange-
nommen, daf} die Photongeschwindigkeit ¢ konstant
ist:

c=1. (21)
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Das Gesetz der geradlinigen Bewegung eines Pho-
tons ergibt sich dann aus dem Prinzip von Fermat:

0fctds=0, c=(ds/dz). (22)
Wenn man nun durch die Definition
(dr)2: = c(dt)2—c™1(ds)2 (23)

eine raumzeitliche Metrik einfiihrt, so erhilt man
aus dem Prinzip (22) die Bedingung fiir eine be-
ziiglich der (dr)-Metrik geoditische Linie? und
zusétzlich die Gleichung

dr=0.

Der Ubergang zur Einsteinschen Gravitationstheorie
geschieht nun einfach dadurch, daf} die einschrin-
kende Bedingung (21) fallen gelassen wird.

Bei Beriicksichtigung von (6), (5), (9), (16),
(18) und (19) ist zu sehen, daB} die (dr)-Metrik
(23) in dem allgemeinsten durch (7) festgelegten
Fall eindeutig definiert ist.

Mit der Definition
Juwi=cCt  t,—c Lh,

nimmt Gl. (23) die iibliche Form an:

(24)

3
(dr)2=2 g,,dz, dx, .

u,v=0

Aus (11) folgt, dal der g,,-Tensor (24) im allge-
meinen Fall einen antisymmetrischen Anteil enthalt:

giw) = —c1 Fm"

Dieses Ergebnis stellt im wesentlichen den Ansatz
(1) von Booth dar.

6. Dreidimensional kovariante Fassung der
Newtonschen Gravitationstheorie
Fiir ein durch die Bedingung
|o| <1
eingeschrénktes schwaches Gravitationsfeld liefert

(19) die Naherung
c~1+d.

In gleicher Naherung nimmt hierfiir die (dr)-Me-
trik (23) die folgende Form an:

dr)2 =1+ D) (dt)>— (1— D) (ds)2.
Es 1dBt sich unmittelbar ablesen?® da in der be-
trachteten Naherung der Ausdruck

U:=329 (25)
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mit dem Newtonschen Gravitationspotential iiberein-
stimmt. Da die Grofle @ von der Wahl des Systems
der Koordinaten z; unabhéngig ist, soll sie als das
invariante Gravitationspotential bezeichnet werden.
Fir die Newtonsche Gravitationstheorie ist die
Einfuhrung einer absoluten Zeit grundlegend. Da
die durch (9) definierte Variable ¢ gegeniiber den
in einer Arbeit IV untersuchten Symmetrie-Trans-
formationen ¢ invariant ist, kann sie als ein absolu-
tes Newtonsches Zeitmal} interpretiert werden.
Wenn nun die zeitliche Koordinate z, durch die
Bedingung
(26)

To=t
festgelegt wird, so reduziert sich Gl. (6) fiir
dt=0

unter Benutzung der Definition eines Newtonschen
Tensors

Hyy, : = & (hyn+ bnm) (27)
za dlor folgenden Gleidnmgs
(ds)2 =S Hypy da dzy
Uber diedurds
H:— det(Hpm), §¥V”Hm=6mn (28)

definierten GroBen H und H™ ist ein verallgemei-
nerter von der Wahl der raumlichen Koordinaten z,
unabhéngiger Laplace-Operator ¢ festgelegt:

3
A4:= H-%3(3/3x,) H H™ (3/3x,) .
m,n=1

Mit Gl (25) ergibt sich die Vermutung, daf} die

mit der Gravitationskonstante y definierte GroBe
wi=(1/8ay)4d (29)

die Dichte der (aktiv-schweren) 7 Masse bedeutet 8.
Gleichung (29) stellt die kovariante Verallgemei-
nerung der Poisson-Gleichung dar.

Eine kugelsymmetrische Losung der verallgemei-
nerten Laplace-Gleichung

AD -0 (30)

soll angegeben werden. Zu diesem Zweck wird unter
Benutzung einer positiven reellen Konstante a ein
Spezialfall zu (7) betrachtet:

u=2z,, uy=0,

u"=(a/r)x,t+x,¢, un=(a/r)xn_xn, (31)

3
rP:=>r2, r>a.
n=1
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Das Expansionsgesetz (14) ist fiir r <z, nihe-
rungsweise erfillt. Die Gln. (5), (27), (28) und
(19) liefern

hpn=1[1- (a2/r2)] 6mn +
VﬁHmnzémn‘ ((12/7'4)1',” Xy,
c=(r—afr+a), D=

(a¥/r¥) 2, (32)
VH=1-(a¥/r) ,
In(r—a/r+a) .
(33)
Damit reduziert sich Gl. (29) schrittweise zu
VH u= ik S v e

8 TY myn=1 axm

a? ) r—a
(amn 4 z, xm) _a:‘r: In ( +a)

3
- Z (a/axm) (

m=1

VH u= —ax,/4nyrd).

Die Divergenz der Newtonschen Gravitationsfeld-
stirke (—ax,,/4 7wy r3) hat den Wert Null:

u=0.
Mit (31) reduziert sich (23) zur Schwarzschildschen
Metrik 2.

Mit diesem Ergebnis kommt man zu dem Schluf3,
dal} die Einsteinsche und die kovariant formulierte
Newtonsche Gravitationstheorie zwei Seiten einer
einzigen an Begriffen reichhaltigeren Theorie dar-
stellen.

7. Feldgleichungen

Das einfachste mit den entwickelten Hilfsmitteln
invariant formulierbare Extremalprinzip lautet

V=0, V:=[VNZdz,dz,dz,dz;, (34)

wobei V' das durch (20) eingefiihrte Volumen ist.
Aus (18) und den Definitionen (35) folgen die Be-
ziehungen (36):

%(Z +2)) ,
=3

F—z), (35)
N =Det(p;, +q1.,) »
Z =det(ps,»—qu.,) - (36)
Mit (16) erhalt man
po=0. (37)

Um Feldgleichungen aus (34) zu gewinnen, muf
festgelegt werden, welche Groflen variiert werden
sollen. Es gibt hierzu zwei ausgezeichnete Moglich-
keiten.

Geometrodynamik

Im ersten Fall variiert man die Variablen p,.
Dann ergeben sich bei Beachtung von (19) die drei
Gleichungen (38) :

3 ~
Z (a/al’,) Lm'u = O ’
»=0
va " = %[C(aN/apm,v) +c1 (aZ/aPm, o [
Fiir den speziellen Fall zu (31) erhalt man
200=Os Zon’:o,

imn = (a/r3) (22, — r* 6mn] s

womit (38) nicht erfillt ist.

(38)

~

Lm() =0 ’

Im zweiten Fall werden die Groflen ¢, variiert.
Damit gelangt man auf entsprechende Weise auf vier

Feldgleichungen (39) :

23 (ga/axv) L,=0, (39)

L, :=%[c(3N/3q,,,) +c1(3Z[3¢g,.,)].
Der Ansatz (31) liefert in diesem Fall
Luy=0, Lw=V1-(@r®), Lou=0,
Lyn=0mn— (a2t z,, z, .

Damit ist Gl. (39) erfiillt, womit auch geklart ist,
daf} die Variablen g, zu variieren sind °.

Mit (36) folgt

(40)

3
> (ONf3g,.). =0, 3(32/34,.).,=0

ﬁMw
>

Damit liefert eine Umformung von (39) bei Beach-
tung von (19) zwei weitere Formen der Feldglei-
chungen:

3 [(3InN/3qu.,) — (AInZ/3q,.,)] (3c/3z,) =0
Bt (41)

3
Z (aq)/aqu,v) (a¢/ax7) =0 (4‘2)
»=0
Fiir kosmologische Uberlegungen ist es interessant,
daf} sich fiir das Modell (15) eines leeren expandie-
renden Universums @ =0 und c=1 ergibt, womit

die Feldgleichungen in der Form (41) bzw. (42)
erfiillt sind.

8. SchluBifolgerung
Fiir die sieben durch (16) eingefiihrten Variablen

n

2", 2%= —z; und z, wurden vier Feldgleichungen

(39) formuliert, welche die Form von Erhaltungs-
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gesetzen haben. Es wird nun eine Losung

P=(z), D=2(z), z2—z()

der Feldgleichungen betrachtet. Bei Beachtung von
(16), (17) und (9) zeigt sich, dal hiermit auch
die Variablen v’ und u, als Funktionen von z;
festgelegt sind:

u,=u,(x;) . (7)

w=u (I,_) H
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(12), (24) und (29) der Tensor F,, des elektro-
magnetischen Feldes, der Tensor g,, der Einstein-
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