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Geometrodynamics 

This article is based upon the idea to solve the problem of combining the electromagnetic and 
the gravitational field by starting from Maxwell's theory. 

It is shown that the theory of the Maxwell field can be generalized in such a way that Einstein's 
theory of gravitation becomes a special case of it. Finally we find field equations which refer only 
to geometric quantities. 

1. Einleitung 

Eine Arbeit von Booth 1 beruht auf dem inter-
essanten Gedanken, die Theorie des elektromagneti-
schen Feldes mit der Einsteinschen Gravitationstheo-
rie durch die Annahme zu verbinden, daß der metri-
sche Tensor gßV einen als elektromagnetischen Feld-
tensor zu interpretierenden antisymmetrischen An-
teil 

FßV:= h (gMV - gVß) (1) 

enthält. Ein sehr ähnliches Ergebnis folgt aus einer 
vor kurzem veröffentlichten einheitlichen Feld-
theorie 2. 

Die folgenden Überlegungen dienen dem Haupt-
ziel, den durch Gl. (1) ausgedrückten Zusammen-
hang zu klären. Weiterhin soll die erwähnte einheit-
liche Feldtheorie so formuliert werden, daß die Ver-
wendung der in V 2 benötigten Cayley-Zahlen nicht 
mehr erforderlich ist. 

Auf dieser Grundlage ergibt sich dann gegen alle 
Erwartung ein enger mathematischer Zusammenhang 
zwischen der Maxwellschen Theorie des elektro-
magnetischen Feldes und der Newtonschen Gravita-
tionstheorie 3. 

2. Das elektromagnetische Potential als 
geometrische Größe 

Für die (spezielle) Relativitätstheorie ist die An-
nahme grundlegend, daß es in Raum und Zeit min-
destens ein System von Koordinaten xv gibt, für 
welches die Gleichung eines Lichtkegels die folgende 
Form hat: 

Xq2 — 2 xn = 0 • (2) 
n = 1 
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(Kleine lateinische Indizes laufen von 1 bis 3, grie-
chische von 0 bis 3.) 

Mit den Gleichungen 
u° — XQ , u0 = x0 , 

un = xn , un = xn (3) 

erhält man 
3 

2 uv = 0 . (4) 
r = 0 

Diese Gleichung legt die Einführung des Abstands-
differentials (ds) für die Minkowskische Metrik 
nahe: 3 

(ds)2 : = - i d ^ d a , . 
v = 0 

Mit dem metrischen Tensor 
3 

huv : = - 2 u\ßux,v (5) 
JUO 

erhält man das kovariante Ergebnis 
3 

(ds)2 = 2 hßV Axß dxv. (6) 
,u,v = 0 

Im folgenden soll dabei wie in Gl. (5) ein Komma 
die Differentiation nach den Koordinaten xv an-
zeigen. 

Es ist nun leicht, Gl. (5) zu verallgemeinern. Man 
braucht nur die einschränkenden Bedingungen (3) 
fallen zu lassen und anzunehmen, daß uv und uv ir-
gendwelche (differenzierbare) Funktionen von xx 

sind: 
uv = uv(xx), uv = uv(xx) . (7) 

In diesem Fall verschwinden die Ausdrücke 
: = i ( " o - " ° ) > wn:= £(un + un) (8) 

nicht mehr identisch. Man kann außerdem sehen, 
daß der metrische Tensor (5) einen antisymmetri-
schen Anteil 

h[ßV] : = hi^nf — Ku) 
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enthält. Zu seiner Berechnung ist es zweckmäßig, 
unter Benutzung der Definitionen 

t:=%(u° + u0), vv:=l(uv-uv) (9) 

ein System spezieller Koordinaten zu benutzen: 

= xn = v n . (10) 

Mit (5) und (8) bis (10) erhält man 

h[MV]=Fv/i, (11) 

wobei 
Fmv : = wßyV - wv<ß (12) 

gesetzt worden ist. 
Ein Vergleich von Gl. (12) mit der Theorie des 

elektromagnetischen Feldes legt es nahe, die Varia-
blen wv als die Komponenten des elektromagneti-
schen Potentials zu interpretieren. Die Ausdrücke 

3 
Jv '• = M>0,v,0 — — 2 (wm,v,m — Wv,m,m) (13) 

m = 1 

bedeuten dann die Komponenten der Stromdichte. 
Aus (13) folgt das Gesetz der Ladungserhaltung: 

3 
0 = /o,o — 2 • 

71 — 1 

Auf eine bemerkenswerte Ähnlichkeit zwischen Gl. 
(11) und dem Ansatz (1) von Booth soll hinge-
wiesen werden. 

3. Die Expansion des Weltalls 

Die Gl. (4), welche als Gesetz eines Lichtkegels 
eingeführt wurde, erhält im allgemeinen Fall (7) 
eine völlig neue Bedeutung. Mit (8) und (9) ergibt 
sich 

* 2 - i » « 2 - U V + i U n 2 = 0 . (14) 
71= 1 n = 1 

Bedeutung einer vierten räumlichen Koordinate und 
ds wird zu einem räumlichen Abstandsdifferential. 

Die Gl. (14) wird als das Gesetz der Expansion 
des Weltalls interpretiert. 

4. D ie Geschwindigkeit des Lichts 

Mit den Definitionen 
z° : = i(u°-u0), z0 : = |(u0-u°), 

zn • — un 

nimmt Gl. (14) die Form (17) an: 

A = 0 

(16) 

(17) 

Diese Gleichung legt die Einführung eines neuen 
metrischen Tensors nahe: 

LßV ' Zw " , n 
A = 0 

Die Determinante 
k : = det(A^r) 

Es soll der Spezialfall betrachtet werden, daß die 
räumlichen Komponenten wn des elektromagneti-
schen Potentials verschwinden. Hierfür erhält man 
mit den Gin. (14), (4), (5), (6), (8) und (9) das 
Ergebnis 

3 
wn = 0 , w0 = - v0 , f~ = 2 V,2, 

r = 0 

(d s)*=i(dvv)*-r*dvvdvvy. (15) 
v = 0 v = 0 

Damit wird aber eine dreidimensionale linear mit 
der Zeit t expandierende Sphäre beschrieben. Auf 
diese Weise bekommt das elektrische Potential die 

dieses Tensors läßt sich als Produkt zweier weiterer 
Determinanten N und Z darstellen: 

TV : = det(zA, J , Z : = det(z;>r), (18) 
k = N Z. 

Aus (18) folgt, daß die beiden Ausdrücke 

0 := -\\n(Z/N)\, c : = e x p <Z> (19) 

unabhängig von der Wahl des Systems der Koordi-
naten xv sind. Die Variable c erfüllt außerdem die 
Bedingung 

o < ; c , c < : 1 . 

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, daß c als 
Photongeschwindigkeit interpretiert werden kann. 

Eine weitere von der Wahl des Systems der Koor-
dinaten Xi unabhängige Größe ist das Volumen V 
eines vierdimensionalen Gebietes G: 

V : = f VWZ dr0 dxj dxo da:3 . (20) 
G 

5. Der Zusammenhang mit der Einsteinschen 
Gravitationstheorie 

In der (speziellen) Relativitätstheorie wird ange-
nommen, daß die Photongeschwindigkeit c konstant 
ist: 

c = l . (21) 
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Das Gesetz der geradlinigen Bewegung eines Pho-
tons ergibt sich dann aus dem Prinzip von Fermat: 

öfc~1ds = 0 , c = (ds/dt) . (22) 

Wenn man nun durch die Definition 
(dr)2 : = c(df)2 —c - 1 (ds) 2 (23) 

eine raumzeitliche Metrik einführt, so erhält man 
aus dem Prinzip (22) die Bedingung für eine be-
züglich der (dt)-Metrik geodätische Linie2 und 
zusätzlich die Gleichung 

dT = 0. 

Der Übergang zur Einsteinschen Gravitationstheorie 
geschieht nun einfach dadurch, daß die einschrän-
kende Bedingung (21) fallen gelassen wird. 

Bei Berücksichtigung von (6), (5), (9), (16), 
(18) und (19) ist zu sehen, daß die (dr)-Metrik 
(23) in dem allgemeinsten durch (7) festgelegten 
Fall eindeutig definiert ist. 

Mit der Definition 

9»* '= ct^t^-c'1 hßV (24) 
nimmt Gl. (23) die übliche Form an: 

3 

(dr)2 = 2 gßv dxv. 
/ i ,V=0 

Aus (11) folgt, daß der ^v-Tensor (24) im allge-
meinen Fall einen antisymmetrischen Anteil enthält: 

gin?]= ^ Fuv • 

Dieses Ergebnis stellt im wesentlichen den Ansatz 
(1) von Booth dar. 

6. Dreidimensional kovariante Fassung der 

Newtonsehen Gravitationstheorie 

Für ein durch die Bedingung 
j 0 j < 1 

eingeschränktes schwaches Gravitationsfeld liefert 
(19) die Näherung 

c + . 

In gleicher Näherung nimmt hierfür die (dr)-Me-
trik (23) die folgende Form an: 

(dr)2 « (1 + 0) (dt)2- (1 - <Z>) (ds)2 . 

Es läßt sich unmittelbar ablesen5, daß in der be-
trachteten Näherung der Ausdrude 

U : = i 0 (25) 

mit dem Newtonsehen Gravitationspotential überein-
stimmt. Da die Größe 0 von der Wahl des Systems 
der Koordinaten X\ unabhängig ist, soll sie als das 
invariante Gravitationspotential bezeichnet werden. 

Für die Newtonsche Gravitationstheorie ist die 
Einführung einer absoluten Zeit grundlegend. Da 
die durch (9) definierte Variable t gegenüber den 
in einer Arbeit IV untersuchten Symmetrie-Trans-
formationen 4 invariant ist, kann sie als ein absolu-
tes Newtonsches Zeitmaß interpretiert werden. 

Wenn nun die zeitliche Koordinate xü durch die 
Bedingung 

x0 = t (26) 

festgelegt wird, so reduziert sich Gl. (6) für 
d* = 0 

unter Benutzung der Definition eines Newtonsehen 
Tensors 

Hmn = 1 (hmn + hnm) (27) 
zu der folgenden Gleichung: 

3 
(ds)2 = 2 Hmn dr„ . 

m,n = l 
Über die durch 

H:= det (Hmn), 2 H* Hln = ömn (28) 
i = i 

definierten Größen H und Hml ist ein verallgemei-
nerter von der Wahl der räumlichen Koordinaten xn 

unabhängiger Laplace-Operator 6 festgelegt: 

A: = H~* I(d/dxm) &Hmn(d/dxn) . 
m,n = l 

Mit Gl. (25) ergibt sich die Vermutung, daß die 
mit der Gravitationskonstante y definierte Größe 

ju : = (1/8 er y)A0 (29) 

die Dichte der (aktiv-schweren) 7 Masse bedeutet8. 
Gleichung (29) stellt die kovariante Verallgemei-
nerung der Poisson-Gleichung dar. 

Eine kugelsymmetrische Lösung der verallgemei-
nerten Laplace-Gleichung 

A& = 0 (30) 

soll angegeben werden. Zu diesem Zweck wird unter 
Benutzung einer positiven reellen Konstante a ein 
Spezialfall zu (7) betrachtet: 

u° = 2 x0 , Uq = 0 , 
un= (a/r)xn + xn, un= (a/r)xn-xn, (31) 

3 
2 V 2 V r- : = , r>a. 

n = l 
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Das Expansionsgesetz (14) ist für r x0 nähe-
rungsweise erfüllt. Die Gin. (5), (27), (28) und 
(19) liefern 

hmn= [1 - (a2/r2) ] ömn + (a2/rA)xmxn , (32) 
1/HH™ = ömn - (a2lr*)xm xn , V~H = 1 - (a2/r2) , 

c = (r — a/r + a) , 0 = ln [r — ajr + a) . 
(33) 

Damit reduziert sidi Gl. (29) schrittweise zu 

1 v 3 
o ji / m, n = 1 

X» X n 
dxn 

ln 
r — a 
r + a 

1 / H f i = - 2 (3/3xm) ( - a xj4 7 r3) . 
m = 1 

Die Divergenz der Newtonschen Gravitationsfeld-
stärke ( — axm/4<7iyrs) hat den Wert Null: 

// = 0 . 

Mit (31) reduziert sich (23) zur Schwarzschildschen 
Metrik 2. 

Mit diesem Ergebnis kommt man zu dem Schluß, 
daß die Einsteinsche und die kovariant formulierte 
Newtonsche Gravitationstheorie zwei Seiten einer 
einzigen an Begriffen reichhaltigeren Theorie dar-
stellen. 

7. Feldgleichungen 

Das einfachste mit den entwickelten Hilfsmitteln 
invariant formulierbare Extremalprinzip lautet 

ÖV = 0, V : = f VWZ dx0 dzj dx2 dx3, ( 3 4 ) 

wobei V das durch (20) eingeführte Volumen ist. 
Aus (18) und den Definitionen (35) folgen die Be-
ziehungen (36) : 

Pl • = 2 + z}) , 

qr- = i - zi)» 

N = Det(px(,. + qi<r) , 

Z = det(p;jr — q^r) . 
Mit (16) erhält man 

Po = 0 . ( 3 7 ) 

Um Feldgleichungen aus (34) zu gewinnen, muß 
festgelegt werden, welche Größen variiert werden 
sollen. Es gibt hierzu zwei ausgezeichnete Möglich-
keiten. 

(35) 

(36) 

Im ersten Fall variiert man die Variablen pn . 
Dann ergeben sich bei Beachtung von (19) die drei 
Gleichungen (38): 

i(d/dxr)L>nv = 0, (38) 
r = 0 

L m v : = i [c (37V/3 P m . r ) + c - 1 (3Z /3p m > v ) ] . 

Für den speziellen Fall zu (31) erhält man 

Lmo = 0 , L00 = 0 , LQ„ = 0 , 

Lmn = T2 Ömn~\ , 
womit (38) nicht erfüllt ist. 

Im zweiten Fall werden die Größen qv variiert. 
Damit gelangt man auf entsprechende Weise auf vier 
Feldgleichungen (39) : 

i ( d /dx v )L ß V = 0 , (39) 
V = 0 

Kr := h[c(dN/dqß,v) + c - 1 ( 3 Z / 3 ^ „ ) ] . (40) 

Der Ansatz (31) liefert in diesem Fall 
Lm0 = 0 , L 0 0 = V / 1 - (a2/r2) , L0n = 0 , 

Lmn = ^mn ia~/r*) • 

Damit ist Gl. (39) erfüllt, womit auch geklärt ist, 
daß die Variablen qv zu variieren sind 9. 

Mit (36) folgt 

i (dN/dq^,) ,v - 0 , i ( 3 Z / 3 ^ , V ) , = 0 . 
r = 0 r = 0 

Damit liefert eine Umformung von (39) bei Beach-
tung von (19) zwei weitere Formen der Feldglei-
chungen : 

2 [(3ln7V/3^,v) - (3 lnZ /3^ > r ) ] (3c/3x„) = 0 , 
(41) 

2 0 ^ / 3 ( d 0 J d x r ) = O . (42) 
v = 0 

Für kosmologische Überlegungen ist es interessant, 
daß sich für das Modell (15) eines leeren expandie-
renden Universums 0 = 0 und c = 1 ergibt, womit 
die Feldgleichungen in der Form (41) bzw. (42) 
erfüllt sind. 

8. Schlußfolgerung 

Für die sieben durch (16) eingeführten Variablen 
z", z° = —z0 und zn wurden vier Feldgleichungen 
(39) formuliert, welche die Form von Erhaltungs-
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gesetzen haben. Es wird nun eine Lösung 

2* = (xX) , Z° = Z° (xX) , zn=zn (x,) 

der Feldgleichungen betrachtet. Bei Beachtung von 
( 1 6 ) , ( 17 ) und (9 ) zeigt sich, daß hiermit auch 
die Variablen uv und uv als Funktionen von xx 

festgelegt sind: 

uv = uv{xx), ur = uv{xx) . (7 ) 

Auf dieser Grundlage lassen sich mit Hilfe der Gin. 
( 1 2 ) , ( 24 ) und ( 2 9 ) der Tensor F ßV des elektro-
magnetischen Feldes, der Tensor gßV der Einstein-
schen Metrik und auch die Dichte jit der (aktiv-
schweren) Masse berechnen. 

Es erscheint daher gerechtfertigt, in dem Ergeb-
nis ( 39 ) die Feldgleichungen einer Geometrodyna-
mik 10 zu sehen. 
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